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Planche 6 - MP/PC/PSI

30 minutes de préparation, 25 minutes de présentation. Le candidat traitera obligatoire-
ment les deux parties, dans [’ordre de son choix. Documents et calculatrice interdits.

Exercice 1

1. (a) Montrer que Vn € IN*, (1+ )" <ee.

(b) Soit f : [1,e[— IR continue par morceaux et intégrable sur [1,e[. Montrer

=+ e
que lim xn f(x)dx :/ f(z)dz
1 1

n—-+00o

(1+5)
2. En déduire la limite de / o Inxdr quand n tend vers +o00.
1

Exercice 2

Soit v € C et soit A = (a;;)1<i<n € Mu(C), ot a;; = 772,

1<j<n
1. Si a € IR, A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer le rang de A et en déduire ses valeurs propres.

3. A quelle condition sur a la matrice A est-elle diagonalisable ?
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Indications et conselils.

Exercice 1 :
1) Considérer la fonction définie par Jn(z) =2 f(x) sre 1[1’ (+or]
fa(z) =0siz e [(14+1)"¢e]
-+
2) On trouve lim xn Inxdr = 1.

n—-4o00 1

Exercice 2 :

2) En notant C4, Cy, ..., C, les colonnes de A, que remarque-t-on ?

Appliquer le théoréme du rang a I’endomorphisme canoniquement associé a A.
Ecrire le polynéme caractéristique de A, que peut-on en déduire pour la trace de A ?

n—1
On trouve Sp (A) = {O, Za%} ou {0}.
k=0

3) On trouve que A est diagonalisable ssi o ¢ Usp \ {—1,1}, ott Usy, est I'ensemble des
racines 2n-émes de 'unité.
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